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Tóm tắt. Bài báo trình bày phương pháp phân tích phần tử hữu hạn cho bài toán ổn định chỏm cầu 

composite nhiều lớp sử dụng lý thuyết góc xoay trung bình. Nghiên cứu sử dụng phần tử hữu hạn dạng thức 

tổng Lagrangian và các phần tử ANS 9 nút. Chỏm cầu được liên kết ngàm xung quanh và chịu tải trọng 

phân bố đều. Trong nghiên cứu, ảnh hưởng của chiều dày, số lớp, cách bố trí các lớp composite được xét 

đến khi tính toán ổn định cho chỏm cầu. Hệ phương trình phi tuyến ổn định được giải bằng phương pháp 

điều khiển chuyển vị (Riks-Wemper). Các kết quả phân tích ổn định chỏm cầu đồng chất trong nghiên cứu 

được so sánh với kết quả thực nghiệm của các tác giả khác để đánh giá tính phù hợp của mô hình. 

Từ khóa: Góc xoay trung bình, phần tử hữu hạn, chỏm cầu composite, ổn định kết cấu. 

1 GIỚI THIỆU 

Các kết cấu tấm và vỏ composite trong thực tế thường có cấu tạo dạng mỏng dễ dẫn đến hiện tượng mất ổn 

định đàn hồi. Do đó bài toán ổn định của kết cấu tấm vỏ đã được nhiều nhà khoa học quan tâm nghiên cứu. 

Laschet và Jeusette [1] tiến hành phân tích mất ổn định của composite nhiều lớp sử dụng phần tử vỏ dạng 

khối với chỉ các bậc tự do chuyển vị. Wagner [2] đã sử dụng phần tử 4 nút với phép tích phân giảm (reduced 

integration) để phân tích biến dạng lớn và mất ổn định của vỏ trụ composite nhiều lớp. Ferreira và Barbosa 

[3] phân tích ổn định vỏ mỏng dựa trên lý thuyết tấm mỏng Marguerre (trong khoảng phi tuyến dạng von 

Kármán) và phần tử 9 nút ANS (Assumed Natural Strain). Rikards [4] sử dụng phần tử tam giác biến dạng 

cắt bậc nhất dùng phép tích phân chọn để phân tích ổn định và dao động cho vỏ cứng composite. Vũ Thị 

Thùy Anh [5] sử dụng các lý thuyết giải tích vỏ cổ điển và biến dạng cắt bậc nhất để phân tích ổn định phi 

tuyến của vỏ cầu thoải composite và FGM (Functionally Graded Material). Nguyễn Văn Hiếu và cộng 

sự [6] sử dụng phần tử tứ giác trơn 24 bậc tự do trong phân tích ổn định tấm vỏ chịu uốn bằng lý thuyết 

biến dạng cắt bậc nhất phi tuyến dạng von Kármán. Vũ Duy Thắng và Hoàng Nhật Đức [7] sử dụng phần 

tử hữu hạn góc xoay trung bình để phân tích phi tuyến hình học cho bài toán ổn định của vỏ trụ composite 

nhiều lớp. 

Trong nghiên cứu này các tác giả sử dụng các phần tử vỏ tứ giác 9 nút ANS, lý thuyết góc xoay trung 

bình MRT (Moderate Rotation Theory) trên hệ tọa độ tự nhiên của chỏm cầu. Chỏm cầu liên kết ngàm tại 

biên chịu tải trọng vuông góc phân bố đều trên bề mặt được phân tích ổn định chịu uốn. Hệ phương trình 

phi tuyến của bài toán ổn định của chỏm cầu được giải bằng phương pháp lặp điều khiển chuyển vị (Riks-

Wemper). Ban đầu, kết quả phân tích ổn định của vỏ cầu đồng chất được so sánh với kết quả nghiên cứu 

thực nghiệm của các tác giả khác để đánh giá tính hợp lý của mô hình. Các phân tích tiếp theo nhằm đánh 

giá các yếu tố ảnh hưởng đến quá trình mất ổn định của chỏm cầu được tiến hành với sự thay đổi chiều dày 

vỏ, số lớp và cách bố trí các lớp composite. 

2 LÝ THUYẾT GÓC XOAY TRUNG BÌNH VỎ CẦU COMPOSITE 

2.1 Lý thuyết góc xoay trung bình 

Theo thuyết biến dạng cắt bậc nhất chuyển vị ngang được giả thiết biến đổi tuyến tính dọc theo chiều dày 

của kết cấu trong khi chuyển vị đứng được giả thiết là hằng số. 
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0

33   (2) 

với α = 1, 2.  , 
3 là các chuyển vị ngang và chuyển vị đứng của một điểm bất kỳ của vỏ nằm ngoài mặt 

phẳng trung bình. 
0

 , 
0

3  là các chuyển vị ngang và chuyển vị đứng tại mặt phẳng trung bình. 
1

  là các 

góc xoay quanh các trục tọa độ θ  tương ứng (hình 1), 
3θ  là tọa độ theo phương chiều dày của vỏ. 

 

Hình 1: Hệ tọa độ cầu. 

Theo lý thuyết góc xoay trung bình, các thành phần ten xơ biến dạng của vỏ có thể biểu diễn dưới dạng 

sau: 
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 33 0   (5) 

Trong đó, các thành phần biến dạng tiếp tuyến: 
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 33 0   (8) 

và các thành phần biến dạng cắt: 

 
10 0 1 0 1 0 1

3 3 33

1
2

2


          

 
     

 
E  (9) 

 
1 01 1 1 1

3 3, 3,

1
2

2

 
           E  (10) 

Trong các công thức từ (6) đến (10), ta có các thành phần: 
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với n = 0, 1 và b  là ten xơ độ cong của vỏ. 

Các thành phần được gạch dưới trong các phương trình từ (6) đến (10) là các thành phần phi tuyến. Nếu 

chỉ xét thành phần phi tuyến có chứa 3
n

 ta thu được lý thuyết phi tuyến ứng suất cắt bậc nhất dạng von 

Kármán. Nếu bỏ qua tất cả các thành phần gạch dưới ta sẽ thu được lý thuyết tuyến tính biến dạng cắt bậc 
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nhất. Khi giải bài toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn theo lý thuyết Kirchhoff–Love và Bernoulli đòi 

hỏi phải sử dụng hàm dạng liên tục bậc 
1C trong khi theo lý thuyết FOSD ta chỉ cần hàm dạng liên tục 

0C . 

2.2 Quan hệ ứng suất biến dạng 

Mối quan hệ ứng suất biến dạng đối với vật liệu composite trực hướng có thể biểu diễn dưới dạng: 
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Ten xơ ứng suất khi này có thể biểu diễn theo dạng sau: 
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với 
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l
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h
B B

h
 (15) 

trong đó h
l

và h
l

là tọa độ theo phương chiều dày của bề mặt dưới và bề mặt trên lớp vật liệu thứ l của 

vỏ, 0  là ten xơ chuyển. 

Trong phương trình (13), véc tơ biến dạng có dạng: 

  
00 0 1 1 1 2 2 2 0 0 1 1
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2 2 2 22 2 2, , , , , , , , , ,, ,  

 
 


T
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và véc tơ ứng suất có dạng: 

  
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2 2 2 22 2 2, , , , , , , , , ,, ,  
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T

L L L L L L L L L L L L L  (17) 

Phương trình (13) biểu diễn dưới dạng rút gọn: 

     0 0H k k
 (18) 

2.3 Dạng thức tổng Lagrangian 

Theo nguyên lý công ảo, ta có tổng công do nội lực  iW bằng với tổng công do ngoại lực  eW  gây ra. Theo 

các kết quả nghiên cứu của Palmerio et al. [8] và Kreja et al. [9] dựa trên dạng thức tổng Lagrangian, công 

ảo do nội lực gây ra của bài toán vỏ có thể biểu diễn như sau: 
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          0

2 2 1 2 0

0 0 0 0H    


  
T T

iW d  (19) 

với 2

0
mn  là ten xơ ứng suất Piola-Kirchhoff bậc 2; 2

0mn
 là ten xơ biến dạng Green-Lagrange. Trong đó, 

các chỉ số phía trên bên trái thể hiện các trạng thái khảo sát: 0 là trạng thái ban đầu (chưa biến dạng), 1 là 

trạng thái hiện tại và 2 là trạng thái cần tìm; chỉ số 0 phía dưới bên trái thể hiện các đại lượng cơ học được 

tham chiếu về trạng thái chưa biến dạng 0. 

Công ảo của ngoại lực có thể biểu diễn như sau: 

 
2 2

22 2 2 2

eδ    
i i A

i i

V A

W f dV p dA  (20) 

với 2 if : lực thể tích; 2 ip : lực bề mặt; i
: chuyển vị ảo;  A

i : chuyển vị ảo của bề mặt vỏ A. 

Áp dụng các phần tử ANS 9 nút được đề xuất bởi Park [10], Stanley và Park [11] với sơ đồ nội suy được 

cho trên bảng 1. 

Bảng 1: Sơ đồ nội suy của phần tử ANS 9 nút. 

 
 

Phương trình cân bằng của vỏ có dạng: 

       2 11 1  J        u gK K q R F  (21) 

hay: 

      2 11  J     K q R F  (22) 

trong đó: 
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T

LF B d  (25) 

với 
1  uK , 

1  gK là các ma trận độ cứng chuyển vị và hình học,  2

R là véc tơ ngoại lực, J là các 

tổng các thành phần phi tuyến còn lại. 

Với thành phần biến dạng tiếp tuyến, ta có các ma trận   LB ,  G , 
1  S : 
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Với thành phần biến dạng cắt, ta có các ma trận   LB ,  G , 
1  S : 
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 (31) 

Để phân tích bài toán ổn định và mất ổn định, hệ phương trình phi tuyến (22) được giải bằng phương 

pháp điều khiển chuyển vị Riks-Wemper trong các nghiên cứu của Riks [12, 13, 14] và Wemper [15]. 

3 MÔ PHỎNG SỐ 

3.1 Chỏm cầu đồng chất có biên liên kết ngàm chịu tải trọng phân bố đều 

Xét chỏm cầu có biên liên kết ngàm chịu tải trọng phân bố đều q luôn vuông góc với bề mặt trên toàn mặt 

chỏm cầu như trên hình 2. Chỏm cầu có bán kính R, chiều dày t, bán kính đáy chỏm cầu a, mô đun đàn hồi 

E, hệ số poisson  =0,36. Xét chỏm cầu ký hiệu B96 đã được phân tích ổn định trong nghiên cứu thực 

nghiệm của Yamada và Uchiyama [16] với các thông số hình học và vật liệu cho trong bảng 2. Trong nghiên 
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cứu ta chỉ xét một nửa chỏm cầu đối xứng, với lưới 1012 cho phần tử 9 nút. 

Bảng 2: Thông số hình học và vật liệu của chỏm cầu đồng chất. 

Chỏm cầu a (mm) R (mm) t (mm)  E (g/cm2) 

B96 170 1853 1,98 5,05 3,1107 

 

Hình 2: Kích thước và lưới phần tử của chỏm cầu. 

Độ mảnh của chỏm cầu được tính theo công thức đề xuất của Weinitschke [17]: 

  
1

2 412 1
a

Rt
   

   (29) 

Tải trọng phân bố tới hạn được tính theo công thức Zoelly–Leibenson như sau: 

 

 

2

0

2

2

3 1
cr

E t
q

Rv

 
  

 
 (30) 

Các giá trị tải trọng và chuyển vị tại đỉnh chỏm cầu được biểu diễn dưới dạng không thứ nguyên: 
0/ crq q q  và 

0 0 / t  . Trong đó 
0  là chuyển vị theo phương đứng của đỉnh chỏm cầu. 

 

Hình 3: Chuyển vị tại đỉnh chỏm cầu B96. 

Kết quả chuyển vị đỉnh của các chỏm cầu trong nghiên cứu (MRT B96) và kết quả thực nghiệm của 

Yamada và Uchiyama được thể hiện trên các hình 3. Các kết quả phân tích phần tử hữu hạn khá gần với 

các kết quả thực nghiệm. Sự khác biệt kết quả giữa hai mô hình là do các yếu tố như tính phi tuyến của vật 
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liệu, giả thiết điều kiện liên kết biên trong mô hình là liên kết ngàm lý tưởng, sự đồng nhất vật liệu, gia tải, 

các sai số tính toán và đo đạc thực nghiệm,... 

3.2 Chỏm cầu composite có biên liên kết ngàm chịu tải trọng phân bố đều 

Từ các kết quả phân tích chỏm cầu đồng chất, ta nhận thấy các kết quả tính toán của chỏm cầu B96 khá phù 

hợp với các kết quả thực nghiệm của Yamada và Uchiyama. Tiếp theo ta sẽ tiếp tục khảo sát các chỏm cầu 

composite lấy theo kích thước của chỏm cầu đồng chất B96 có sự điều chỉnh về độ dày và bố trí các lớp. 

Vật liệu trực hướng có E1 = 36,6 GPa, E2 = 8,27 GPa, G12 = 1,44 GPa,  = 0,26. Các chỏm cầu gồm một 

lớp và hai lớp vật liệu được bố trí với các góc cốt sợi [0], [90], [0/90], [90/0], [45/-45], [-45/45], thứ tự các 

lớp cốt sợi theo chiều từ trong ra ngoài. Trong đó, góc sợi là góc tạo bởi cốt sợi và trục 1θ . Tải trọng phân 

bố tới hạn được tính theo công thức: 

 

 

2

0 1

2

2

3 1
cr

E t
q

Rv

 
  

 
 (31) 

Bảng 3: Thông số hình học và vật liệu của chỏm cầu composite. 

Chỏm cầu a (mm) R (mm) t (mm)  

B96A 170 1853 2,14 5,0 

B96B 170 1853 0,84 8,0 

B96C 170 1853 0,54 10,0 

 

Hình 4 thể hiện chuyển vị đỉnh của chỏm cầu B96A có độ mảnh 5,0   với các cách bố trí lớp 

composite khác nhau. Ta có thể thấy rằng lực mất ổn định trong trường hợp một lớp cốt sợi với góc bố trí 

0o là lớn nhất, do khi này phương kinh tuyến của chỏm cầu có mô đun đàn hồi lớn nên độ cứng chống uốn 

của chỏm cầu tốt hơn các trường hợp còn lại. Trường hợp chỏm cầu gồm hai lớp [0/90] và [90/0], ta thấy 

cách bố trí [0/90] cho lực ổn định lớn hơn vì tận dụng được khả năng chống uốn của lớp dưới có mô đun 

đàn hồi lớn. Trong khi đó cách bố trí lớp [90/0] dễ mất ổn định nhất trong các trường hợp khảo sát. Các 

chỏm cầu [45/-45] và [-45/45] cho kết quả chuyển vị đỉnh chỏm cầu tương tự nhau. 

 

 

Hình 4: Chuyển vị tại đỉnh chỏm cầu B96A. 
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Hình 5: Chuyển vị tại đỉnh chỏm cầu B96B. 

 

Hình 6: Chuyển vị tại đỉnh chỏm cầu B96C. 

Hình 5 và 6 biểu diễn kết quả chuyển vị đỉnh của chỏm cầu B96B và B96C có độ mảnh lần lượt là 

8,0   và 10,0  . Ta có thể thấy rằng lực mất ổn định trong trường hợp hai lớp cốt sợi với góc bố trí 

[0/90] là lớn nhất. Đường cong chuyển vị đỉnh của chỏm cầu tương đối phức tạp, khi đạt giá trị tải trọng 

tới hạn, đỉnh của chỏm cầu chuyển vị đi lên là thậm chí cao hơn vị trí ban đầu chưa chịu tải trọng. Trong 

khi đó cách bố trí lớp [90/0] có lực tới hạn nhỏ nhất tương tự trường hợp 5,0  . Đồng thời kết quả chuyển 
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vị đỉnh chỏm cầu với các cách bố trí lớp [45/-45] và [-45/45] là tương tự nhau. 

Ta có thể thấy với chỏm cầu một lớp cốt sợi [90] với độ mảnh lớn 8,0   và 10,0   thì sự chênh 

lệch lực tới hạn là không đáng kể, đường cong chuyển vị giai đoạn đầu mất ổn định là tương tự tuy nhiên 

giai đoạn sau của mất ổn định tương đối khác nhau. Đối với trường hợp 5,0   thì quá trình mất ổn định 

diễn ra đơn giản hơn, tải trọng tới hạn nhỏ hơn và chuyển vị đỉnh chỏm cầu ít hơn trước khi mất ổn định 

hoàn toàn. Với chỏm cầu hai lớp cốt sợi [0/90] thì quá trình mất ổn định diễn ra phức tạp hơn trường hợp 

một lớp [90], tải trọng tới hạn lớn hơn do vỏ có độ cứng lớn hơn. Vỏ có độ mảnh nhỏ hơn ( 5,0  ) thì 

chuyển vị đỉnh chỏm cầu lại lớn hơn ( 8,0   và 10,0  ) trước khi mất ổn định hoàn toàn. Quá trình mất 

ổn định của vỏ [90/0] diễn ra đơn giản hơn so với trường hợp [0/90]. Tuy nhiên khác trường hợp chỏm cầu 

[0/90], với các độ mảnh khác nhau chuyển vị đỉnh chỏm cầu không khác biệt nhiều trước khi mất ổn định 

hoàn toàn. Ta có thể thấy không có sự khác biệt giữa các đồ thị khi bố trí các lớp vật liệu theo góc [45/-45] 

hay [-45/45]. Đối với chỏm cầu có độ mảnh lớn 8,0   và 10,0   thì đường cong chuyển vị có hình 

dạng tương tự, trong khi chỏm cầu có độ mảnh nhỏ 5,0   thì đường chuyển vị đỉnh biến đổi đơn giản 

hơn, lực tới hạn nhỏ hơn. 

4 KẾT LUẬN 

Bài báo đã nghiên cứu phân tích phần tử hữu hạn góc xoay trung bình cho bài toán ổn định của chỏm cầu 

composite nhiều lớp sử dụng phần tử 9 nút ANS. Mô hình chỏm cầu được xây dựng trên hệ tọa độ cầu. 

Phương pháp phần tử hữu hạn được xây dựng theo dạng thức tổng Lagrange. Hệ phương trình phi tuyến 

được giải bằng phương pháp điều khiển chuyển vị (Riks-Wemper). 

Các kết quả phân tích ổn định sử dụng phần tử hữu hạn góc xoay trung bình cho kết quả hình dạng đồ 

thị chuyển vị tại điểm giữa của chỏm cầu đồng chất khá phù hợp với kết quả thực nghiệm của Yamada và 

Uchiyama. 

Quá trình mất ổn định của chỏm cầu composite bị ảnh hưởng đáng kể bởi cách sắp xếp thứ tự của các 

lớp composite. Có sự chênh lệch về chuyển vị giữa chỏm cầu một lớp [0] và [90], hai lớp [90/0] và [0/90] 

do độ cứng các phương bị thay đổi. Đối với chỏm cầu hai lớp [-45/45] và [45/-45], đồ thị mất ổn định chưa 

thể hiện sự chênh lệch do thứ tự sắp xếp các lớp. 

Độ mảnh của chỏm cầu có ảnh hưởng đến trạng thái mất ổn định của chỏm cầu. Khi độ mảnh tăng thì 

lực tới hạn tăng hay giảm phụ thuộc vào cách bố trí các lớp composite. Tuy nhiên sự tăng độ mảnh dẫn đến 

tăng chuyển vị đỉnh của chỏm cầu và quá trình mất ổn định của đỉnh chỏm cầu diễn ra phức tạp hơn. 
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STABILITY ANALYSIS OF LAMINATED COMPOSITE SPHERICAL SHELL CAPS 
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Abstract. The paper presents the stability finite element analysis for the multilayer composite spherical 

caps according to the moderate rotation theory. The study employs ANS 9-node elements and total 

Lagrangian finite element form. The spherical cap is uniformly loaded and clamped around. The stability 

of spherical caps is analyzed by taking into account the thickness, number of layers, and arrangement of 

composite layers. The displacement control method (Riks-Wemper) is used to solve the nonlinear stability 

equation. The stability analysis results of the isotropic spherical cap are compared with the experiment 

results of other authors. 

Key words: Moderate rotation theory, finite element analysis, composite spherical cap, structural stability. 
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