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Tém tit. Bai bao trinh bay phuong phap phan tich phan tir hiru han cho bai toan on dinh v6 tru thoai bang
vét lidu c6 co tinh bién thién sir dung ly thuyét goc xoay trung binh. Nghién ctru str dung phan tir hitu han
dang thuc tong Lagrangian va cac phan tir ANS 9 nut. Vo try duoc lién két gbi tua hai canh bén va chiu tai
trong tap trung. Anh huéng cia chidu day, bac ham mii bién ddi co tinh cua vt liu duoc xét dén khi nghién
clru bai toan toan 6n dinh cta vo tru. Hé phuong trinh phi tuyén dugc giai bang phuong phap diéu khién
chuyén vi (Riks- Wemper). Cac ket qua phén tich 6n dinh v tru trong nghién ctru duge so sanh véi két qua
phan tich theo 1y thuyét phi tuyén dang Karman.

Tir khoa. goc xoay trung binh, phﬁn tt hitu han, vo tru thoai, vat liéu co tinh bién thién, 6n dinh két cAu.

1 GIOI THIEU

Vit lidu c6 co tinh bién thién (FGM: Functionally Graded Material) 1a loai vat liéu tong hop c6 kha ning
cai thién cac dic tinh han ché cua vat liéu composite. Vat liéu FGM dugc téng hop tir cac loai vat li€u dé
ché tao ra mot loai vat liéu méi c6 cac tinh chat vat Iy héa hoc duoc bién d6i mot cach tir tir. Sy bién doi
ctia tinh chét vat liéu FGM thuong theo mot phuong nao do6 theo dang ham cua toa do dé dat dugc cuong
d6 va do ctrng mong mudn. Dang FGM don gian nhét 13 hai loai vat liéu két hop voi bang cach thay doi ti
trong tur loai vat liéu nay sang loai vat liéu khac. Loai FGM thong dung 1a két hop gitta gém va kim loai
thudng dugc san xuét trong cong nghiép. Lop gdm s& cach nhiét va giam su an mon ciing nhu 6 xi hoa kim
loai trong khi kim loai s€ tang cudng tinh déo va cuong d cho vét liéu.

Van d on dinh chiu uén cia vo FGM ciing da dugc quan tim va nghién ctru nhiéu trong thoi gian gan day.
Trong [1] Shahsiah va Eslami nghién cttu su mat 6n dinh nhiét két ciu vo tru FGM lién két gdi twa bang 1y
thuyét bién dang cit bac nhat. Shen va Noda [2] nghién ctru v& 6n dinh phi tuyén cua két cau vo tru sir dung
ly thuyét bién dang cat bac bac cao phi tuyén dang Karman dé nghién ctru cac phan ng ciia vo tru FGM
sau mét on dinh dudi tic dong cua tai vudng goc va doc truc trong mdi trudng nhiét do. Huang va Han [3,
4] da nghién ctru vé su 6n dinh chju udn cia cac vé tru tron FGM chiu tai trong phan bé theo 1y thuyét vo
mong Donnell. Nguyén Binh Pirc nghién ctru 6n dinh tinh phi tuyén theo 1y thuyét ¢é dién cua vo FGM
bang loi giai giai tich [5], nghién ctu 6n dinh cua vo thoai FGM ddi xing lién két bién khac nhau chiu tai
trong phan bd va nhiét do [6]. Trong cac nghién ctu 6n dinh cua vo FGM, nhém tac gia di st dung 1y
thuyét bién dang cét bac nhat [5] va 1y thuyét bién dang cit bac cao [7].

Trong nghién ciru nay cdc tac gia sir dung cac phan tir vo tir gidc 9 niat ANS (Assumed Natural Strain), 1y
thuyét goc xoay trung binh (MRT: Moderate Rotation Theory) trén hé toa do tu nhién cua vo try. Vo tru
thoai 1am bang vat liéu c6 co tinh bién thién lién két tua tai hai canh bién chiu tai trong vudng goc tép trung
tai gitta vo dugc phan tich 0 on dinh chiu udn. ‘Tinh chat vat lidu bién thién theo dang ham mii doc chiéu day
vo. Hé phuorng trinh phi tuyén cta bai toan 6n dinh ctia vo tru dugc giai bang phuong phap 1ap diéu khién
chuyén vi (Riks-Wemper [8]). Cac phén tich dugc tién hanh nham danh gia cac yéu t6 anh huong dén qua
trinh mat 6n dinh cta vo tru nhu sy thay doi ti 16 chiéu day vGi ban kinh, bac cua ham bién thién co tinh.
Céc két qua duoc so sanh voi cac két qua tir Iy thuyét phi tuyén Karman.

2 LY THUYET GOC XOAY TRUNG BINH VO TRU CO CO TiNH BIEN THIEN
2.1 Ly thuyét goc xoay trung binh

Theo Iy thuyét bién dang cét bac nhat, chuyén vi ngang duoc gia thiét 1a ham bac nhét theo chicu day cta
két cau, chuyén vi dung duogc gia thiét 1a hang so:
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Trong d6 v, (0 =1, 2) 1a cac chuyén vi ngang va v,la chuyén vi dimg cua mot diém bat ky ctia vo nam
0 0
ngoai mat phang trung binh; v, 1a cac chuyén vi ngang va v; la chuyén vi dling tai mat phang trung binh;
1
L. 12 cac gbe xoay quanh céc truc toa do 6 twong ung (hinh 1), 0° 14 toa d6 theo phuwong chiéu day cua
vo.
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Hinh 1: Hé toa d0 tru.

Céc thanh phan ten xo bién dang cia vo theo 1y thuyét goc xoay trung binh c6 dang:

0 1 2
gaﬂ=€aﬂ+938aﬂ+(93)2 gaﬁ (3)
0 1
8&3:ga3+938a3 (4)
. ) 833’= 0 ] (5)
Vi cac thanh phan bién dang tiép tuyen:
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va cac thanh phan bién dang cat:
0 0 1 11 0 11/0 1
263 =@, 3+0,+0 gola+§us(¢)13—ua) 9
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2803 =34+ v’ Vo — EUM (0.10, (10)

Trong cic cong thirc tir (6) dén (10), ta co cac thanh phan:
n n n
@5 =Vap—b 5 U3
5 \ p (11)
n n 2 n
Poz =U3a+ b, 2
véin=0,1va b, latenxo do cong clia vo.

Trong cac phuong trinh tir (6) d&én (10), cac thanh phan phi tuyén duoc gach dudi. Néu chi giit lai thanh
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b r n r r r 7 r
phan phi tuyén c6 chtra ¢, ta thu duogc ly thuyét phi tuyén bién dang cat bac nhat dang Karman

2.2 Ham bién thién co tinh

Hé sb Poisson’v cua vat liéu dugc gia thiét la khong d6i. M6 dun dan hdi cua vat lieu FGM dugc gia thiét
la mot ham bién thién dang mii theo chi€u day cua vo::

E(6°)=E, +(E —E, )V, (12)
v6i E, 1amo dun dan hdi cta vat ligu mét duoi v (6° =—h/2); E, 1amo dun dan héi cia vt liéu mat trén
vo (6°=h/2); h 1a chiéu day vo; ham ti lugng thé tich:

1 Y
V, :(E +Fj (13)

2.3 Quan hé ung suit bién dang
Mdi quan hé tmg suat bién dang dbi v6i vat lidu FGM c6 thé biéu dién dudi dang:

00" [Ci C 0 0 0,8,

OG22 ClZ C22 O 0 O 0822
02t=10 0 C, 0 0 12,8, (14)
o2 |0 0 0 C, 0|2
Noas 0 0 0 0 C,ll2&
A O
0 [B
Trong do:
E(6°) vE(0%) E(6°)
—C.. = - =C. = =C.=C. = 1
Cll C22 1_V2 ’ C21 12 1_V2 ' C44 C55 C66 2(1+V) ( 5)
Quan hé g suit bién dang cho két cAu vo tru FGM c6 thé biéu dién nhu sau:
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[B]=[4[B](6°)" 16 (19)
2

0° \
trong d6 O,u =1+ R la dinh thirc cua ten xo chuyén cia vo truy.

2.4 Dang thirc tdng Lagrangian
Pé tranh hién tugng nghén (locking phenomenon), ki thuat ANS (Assumed Natural Strain) duoc dé xuat
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boi Park va Stanley [9]. Ban chét cua k¥ thuat ndy ndm & viéc noi suy cac thanh phan bién dang trong toa
dd tu nhién dua trén céc thanh phan bién dang gia dinh tai cdc di€m tich phan. Dya trén dang thurc tong
Lagrangian va 4p dung cac phan tt ANS 9 nut, phuong trinh can bang cua v tru c6 dang:

(Ui Yo} ={ 7))

trong do:
['K.]=[[B.J[H][B]*dQ 22)
[, ]= j[G]T[N]T[ls][G][NrdQ 23)
{'F}= j[B ] {50} °dQ (24)

voi [1Ku ] , [1Kg ] 1a ma tran d¢ cung chuyén vi va ma tran do cung hinh hoc; { ? R} la véc to tai trong; J
1a céc cac thanh phan phi tuyén con lai.
Pbi voi thanh phan bién dang tuyén tinh, cac ma tran [BL] , [G] , [18] c6 dang:
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Dbi v6i thanh phan bién dang cat, cac ma tran [BL] , [G], [13} co dang:
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Trong d6 In_ij 1a céc thanh phan cila ten xo Ung sut {ga} tuong (mg véi cac thanh phan ctia ten xo bién
dang {gg} . Hé phuong trinh phi tuyén (20) dugc gidi bang phuong phap diéu khién chuyén vi Riks-

Wemper dé tim 10i giai 6n dinh va mét on dinh chiu uén cua vo tru.
3 MO PHONG SO

Béng 1: Thong sb vat liéu cua vo tru.

Vat liéu Nhém Zirconia
Mo dun dan hdi (GPa) Ep=70 E.= 151
H¢ s0 poisson 0,3 0,3

Xét vo tru co bién lién két gdi tua tai hai canh thing chiu tai trong tai trong tip trung P vudng goc véi bé
mat tai diém giita vo tru nhu trén Hinh 2. V6 tru c6 ban kinh cong R, chidu dai 2L = R/5, chiéu day vé h
(chon cac ti 1€ h/R 1a 1/100, 1/200, 1/300, 1/500), goc p = 0,1 rad. Vo tru cAu tao be‘ing vat liéu c6 co tinh
bién thién véi bé mat dudi 1a nhom va bé mat trén 1a Zirconia. Ti lugng theo thé tich cua vat liéu (volume
fraction) Vi 1a ham bac n duoc khao sat véi cac gia tri n = 0,002; 0,2; 0,5; 1,0; 2,0 nhu trén Hinh 3. Cac
thong s6 hinh hoc va vat lidu cho trong Bang 1. Vi tinh ddi ximg ctia vo tru theo hai phuong nén ta chi can
xdy dung mo hinh cho ¥4 vo tru, v6i cac didu kién chuyén vi va goc xoay tai cac truc ddi ximg theo phuong
d6i xtmg bang khong. Bai toan sir dung ludi phan tir 4x4 cho phan tir ANS 9 niit dya trén két qua phan tich
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ctia Kreja va cong su [10] vé ludi phan tir cho cua tim vo tru dong chat.

Hinh 2: Kich thudc va lu6i phan tir cia vo try thoai.
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Hinh 3: Ham ti lugng theo thé tich V.
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Hinh 4: Chuyén vi cta diém giita v6 tru khi R/h = 100.
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Hinh 4 thé hién d6 thi chuyén vi tai vi tri tac dung lyc ctia vo try FGM ti 18 h/R = 1/100 voi cac gia tri bac
N ctia ham ti lugng thé tich khac nhau. Khi gia tri n ctia ham sé mii vat liéu ting nghia la ham luong nhom
trong vat liéu téng va ham luong gb6m giam dan dén do cung cua vo tru giam. Diéu nay din tdi d6 thi chuyén
vi thoai dan, gia tri chuyén vi ting va duong cong chuyén vi tién gan véi dudng cong chuyén vi cua vat lidu
nh6m hon. Nguoc lai, khi n giam thi d6 cung cua vo tang, bién dang ctia vo tru giam. Trén cac do thi chua
thdy xuét hién diém nhay (snap-through) cua chuyén vi. Trén hinh cung thé hién c6 su khac biét gitra két

qua chuyén vi theo 1y thuyét goc xoay trung binh va két qua chuyén vi theo 1y thuyét Karman.
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Hinh 5: Chuyén vi ctia diém giita vo tru khi R/h = 200.

Tiép tuc khao sat vo tru voi ti 18 h/R = 1/200, d6 thi chuyén vi cta diém dit luc v6i cac gia tri n khac nhau
duoc thé hién trén Hinh 5. Khi gia tri N cia ham s6 mil vat liéu tang, luc toi han cia vé try giam. Do ti 1€
h/R giam, 9 manh cta vo ting nén dé giy mat 6n dinh hon vo try h/R = 1/100. Cac d6 thi chuyén vi da
xuét hién diém nhéy (sngp-through), nghia la sau khi dat t&i gia tri luc téi han thi lyc tac dung 1én vo try

giam nhung chuyén vi van

tiép tuc tang.
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Hinh 6: Chuyén vi ctia diém giita v6 try khi R/h = 300.
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Tiép tuc khao sat vo tru véi ti 16 h/R = 1/300, trén Hinh 6 ta c¢6 thé quan sat dd thi chuyén vi cua diém dit
luc voi cac gia tri n khac nhau. Tuong tu cac truong hop khao sat phia trén, khi gié tri n cia ham s6 mil vat
lidu tang, luc t6i han cta vo try giam. Trén dd thi di xuat hién ca hién tuong snap-through va hién tuong
snap-back (duong chuyen vi ¢6 xu huéng quay nguoc lai). Trong céc truong hop h/R = 1/200 va h/R =
1/300, sy khac biét két qua chuyén vi giita 1y thuyét goc xoay trung binh va va Iy thuyét Karman 1a tuong
dbi nho.
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Hinh 7: Chuyén vi cia diém giita vo trukhin =0,2; n = 0,5; n = 1,0; n = 2,0.

Hinh 7 thé hién do thi chuyén vi ctia cac v tru FGM vdi ti 1¢ chiéu day trén ban kinh h/R thay doi trong
truong hop cac hé s6 mil n 1an luot 14 0,2; 0,5; 1,0 va 2,0. Ta nhan théy réng su mét 6n dinh cta vo tru bi
anh huéng boi d6 manh cua vo. Két qua anh huong cua ti 16 chiéu day, hé sb mii n dén luc t6i han (gia tri
lyc tac dung khi bat dau xuét hién snap-through trén dd thi chuyén vi tai gifta vo tru) cda vo tru theo 1y
thuyét goc xoay trung binh duoc thé hién trén Bang 2 ciing thé hién xu hudng nay. Khi ti 16 h/R nho hon
1/300 thi db thi chuyén vi tré nén phtrc tap va xay ra hién tuong snap-through va snap-back nhiéu lan sau
khi mét 6n dinh. Khi ti 18 h/R = 1/500, anh hudng ctia hé sé mii n dén sy thay ddi trang thai mat 6n dinh
cua vo tru tréd nén rod rang hon.

Béng 2: Luc téi han Py[kN] ciia vo try theo 1y thuyét goc xoay trung binh.
n Zirconia 0,02 0,2 0,5 1,0 2,0 Nhém
h/R=1/200 | 109,0277 | 108,3755 | 103,0879 | 96,3524 | 89,0482 | 81,0923 | 50,5428

h/R = 1/300 50,8085 | 50,3650 | 46,9264 | 42,9103 | 38,9915 | 35,2727 | 23,5536
h/R = 1/500 17,8118 | 17,5984 | 16,0091 | 14,3021 | 12,8080 | 11,5911 8,2571
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4 MO PHONG SO

Bai bao da phan tich phan tir hitu han cho bai toan 6n dinh ctia vo try FGM duya trén phuong phap tong
Lagrange. Ly thuyét goc xoay trung binh dugc x4y dyung trén hé toa d6 ty nhién va trién khai trén phan tir
ANS 9 nat. Phuong phap diéu khién chuyén vi (Riks- Wemper) dugce str dung dé giai hé phuong trinh phi
tuyén. Tr cac két qua phén tich 6 6n dinh vo tru thoai lién két gbi tya chiu tai trong tap trung cho céc truong
hop h/R lan luot bang 1/100; 1/200; 1/300; 1/500, c6 thé dura ra mot s6 nhan xét sau:
1. Céc két qua chuyén vi theo 1y thuyét goc xoay trung binh c6 khac biét so voi két qua chuyén
vi theo 1y thuyét Karman. Do trong phurong trinh bién dang c¢6 thém cac thanh phan phi tuyén
s0 v6i 1y thuyét Karman nén dé cting cua v0 16n hon, két qua chuyén vi theo 1y thuyét goc xoay
trung binh nho hon, v6 ¢6 xu huéng dé mat 6n dinh hon.
2. Trang thai mét on dinh cta vo try bi anh hudng boi do manh cua vo (ti 1€ chiéu (day so voi ban
kinh h/R). Khi vé try /R = 1/100 chua xut hién twong snap-through trén cac db thi chuyén vi.
Khi gid tri h/R = 1/200, do thi chuyén vi xuit hién hién twong snap-through. Khi h/R = 1/300
va h/R = 1/500, xuit hién hién tuong snap-through va snap-back trong qua trinh mét 6n dinh
clia vo tru tai vi tri diém dat luc.
3. Trang thai mét 6n dinh cua vé tru cling phu thudc vao ti 1¢ cac thanh phﬁn vat liéu thé hién qua
gia tri bac n cua ham bién d6i co tinh vat liéu. Khin tang thi ham lugng kim loai va ham lugng
gbém giam dan dén do cimg trong vo giam lam ting d6 mét 6n dinh cta vo.
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Abstract. The paper presents the stability finite element analysis for the functionally graded cylindrical
shells according to the moderate rotation theory. The study employs ANS 9-node elements and total
Lagrangian finite element form. The cylindrical shells are connected by two sides and subjected to a
concentrated load. The effect of thickness and the degree of variation of the material’s mechanical
properties are considered. The nonlinear equations are solved by the Riks-Wemper displacement control
method. The stability analysis results of the functionally graded cylindrical shells are compared with those
obtained by nonlinear Karman theory.
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