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Tóm tắt. Trong bài báo này chúng tôi thiết lập sự tồn tại và tính chất compact cho tập nghiệm của phương 
trình vi phân đa trị chứa toán tử tự liên hợp với bậc khác nhau 𝜎ଵ, 𝜎ଶ > 0. Phương pháp chúng tôi dựa trên 
việc sử dụng độ đo phi compact nhận trị trong không gian có thứ tự.  
Từ khóa:  toán tử đa trị, độ đo phi compact, phương trinh vi phân, toán tử liên hợp. 

1. GIỚI THIỆU VÀ CHUẨN BỊ 
 

Trong bài viết này chúng ta ký hiệu 𝑇 là một số thực dương, Ω là một miền bị chặn với biên đủ trơn của 
không gian ℝே. Xét bài toán tìm hàm 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) thỏa 

ቊ
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝒦𝒜𝜎1 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝒜𝜎2𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐹(𝑡, 𝑢(𝑡)), (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇] × 𝛺

𝑢(0, 𝑥) = ℎ(𝑥),                                                                                           𝑥 ∈ 𝛺,
 (1.1) 

 

ở đó 𝒦 là hằng số dương và 𝒜 là toán tử tự liên hợp với bậc 𝜎 ∈ {𝜎ଵ, 𝜎ଶ } tùy ý trên không gian Hilbert ℋ 
với tích vô hướng ⟨. , . ⟩, nghĩa là ⟨𝒜ఙ𝑢, 𝑤⟩ = ⟨𝑢, 𝒜ఙ𝑤⟩ (chẳng hạn như 𝒜 = −Δ ), ℎ ∈ ℋ . Đã có nhiều 
nghiên cứu về sự tồn tại và duy nhất nghiệm (ví dụ như Gorenflo & cs (2014), Hung & Tri (2020), Tri & 
Karapinar (2020), Tri & Rezapour (2021)), tính ổn định của nghiệm với dữ liệu quan sát của hàm nguồn bị 
nhiễu,... của bài toán trên với 𝐹 là hàm đơn trị hay với đạo hàm cấp không nguyên (chẳng hạn như  Ngoc 
& cs (2021), Tuan & cs (2021), Tuan & Caraballo (2021)). Tuy nhiên trong các lý thuyết điều khiển thì bài 
toán thường gặp với hàm nguồn 𝐹 là hàm đa trị. Ngoài việc xem xét sự tồn tại và tính liên tục của tập 
nghiệm thì tính chất compact của tập nghiệm cũng thường được quan tâm. Với mục đích đó, trong bài báo 
này chúng tôi thiết lập sự tồn tại nghiệm và tính compact cho tập nghiệm của bài toán (1.1). 
Cho 𝐸 là không gian Banach và (𝐶, ⪯) là tập sắp thứ tự bộ phận. Một ánh xạ 𝜑 từ họ các tập con 𝒴 nào đó 
của 𝐸 vào 𝐶 gọi là độ đo phi compact trên 𝒴 nếu 𝜑(𝑐𝑜തതത(𝐷)) = 𝜑(𝐷) với 𝐷 là tập con tùy ý của 𝒴. Ánh xạ 
đa trị 𝐹: 𝐸 → 𝒴 gọi là cô đặc theo độ đo 𝜑 (hay gọn hơn là 𝜑-cô đặc) nếu với mọi 𝐷 ∈ 𝒴 thỏa 𝜑(𝐷) ⪯
𝜑(𝐹(𝐷)) dẫn đến 𝐷 là tập compact tương đối trong 𝐸. 
Ngoài các phương pháp sử dụng quen thuộc như các đánh giá bởi khai triển Fourier của phần tử trong không 
gian Hilbert tách được, bất đẳng thức Gronwall chúng tôi sử dụng một độ đo phi compact trong không gian 
có thứ tự sinh bởi nón lồi có đỉnh để xem xét bài toán điểm bất động cho một ánh xạ đa trị cô đặc. 
Trong suốt bài báo này chúng ta ký hiệu �̇� = ℕ ∖ {0} và 𝒫(𝐸) (tương ứng, 𝑏(𝐸), 𝐾(𝐸), 𝐾𝑣(𝐸)) là tập tất 
cả các tập con khác rỗng của 𝐸 (tương ứng, bị chặn, compact, lồi và compact), ký hiệu 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) là 
không gian các hàm liên tục từ [0, 𝑇] vào không gian Hilbert ℋ với chuẩn  ∥  u ∥= sup௧∈[଴,்]   ∥ 𝑢(𝑡, . ) ∥ℋ, 
với 𝑢 ∈ 𝒞([0, 𝑇]; ℋ), dãy {fn} trong 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) gọi là hội tụ yếu (tương ứng, hầu hết) về f (viết 𝑓௡ ⇀ 𝑓଴) 
nếu ⟨𝑓௡(𝑠), 𝑓(𝑠)⟩ hội tụ về 0 trong ℝ với mọi (tương ứng, hầu hết) s ∊[0, T]. Trong bài báo này chúng tôi 
sử dụng ℋ = 𝐿ଶ(Ω). 

Chúng tôi xem xét bài toán (1.1) với 𝐹: [0, 𝑇] × ℋ → 𝐾𝑣(ℋ) thỏa các điều kiện (H) sau: 

(Ha) Với mỗi 𝑣 ∈ ℋ, hàm 𝑡 ↦ 𝐹(𝑡, 𝑣) có hàm chọn đo được, nghĩa là, tồn tại hàm đo được 𝑓௩(. ) : [0, 𝑇] →
ℋ thỏa 𝑓௩(𝑡) ∈ 𝐹(𝑡, 𝑣). 

(Hb) Ánh xạ đa trị 𝐹(𝑡, . ): ℋ → 𝐾𝑣(ℋ) là nửa liên tục trên với hầu hết 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

(Hc) tồn tại 𝛼 ∈ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℝ) để cho 

∥ |𝐹(𝑡, 𝑢)| ∥: = sup
௩∈ி(௧,௨)

  ∥ 𝑣 ∥ℋ≤ 𝛼(𝑡)(1+∥ 𝑢 ∥ℋ) hầu hết 𝑡 ∈ (0, 𝑇) và mọi 𝑢 ∈ ℋ.  
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(Hd). Tồn tại 𝐵 ∈ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℝ) để cho 

𝜒൫𝐹(𝑡, 𝐷)൯ ≤ 𝐵(𝑡)𝜒(𝐷) hầu hết 𝑡 ∈ (0, 𝑇), với mọi 𝐷 ∈ 𝑏(ℋ),  

ở đó 𝜒 là̀ độ đo Hausdorff phi compact trong ℋ được định nghīa bởi 

𝜒(𝐷) = inf{𝜀 > 0: 𝐷 có 𝜀-lưới hữu hạn } 
Để thiết lập các kết quả chính chúng tôi cần đến các kết quả sau bạn đọc có thể tìm thấy trong  (Kamenskii 
& cs, Definition 2.1.1, Corollary 3.3.1, Propositions 3.5.1). 

Bổ đề 1.1.  Cho 𝐸 𝑙𝑎̀ 𝑘ℎ𝑜̂𝑛𝑔 𝑔𝑖𝑎𝑛 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ 𝑣𝑎 ̀ 𝜒 là một độ đo Hausdorrf  xác định trên họ ẞ các tập con 
nào đó của E. Khi đó: 

(a) Đơn điệu: nếu 𝐷ଵ ⊂ 𝐷ଶ dẫn đến 𝜒(𝐷ଵ) ≤ 𝜒(𝐷ଶ), với 𝐷ଵ, 𝐷ଶ ∈ ẞ. 

(b) Nửa cộng tính: 𝜒(𝐷ଵ + 𝐷ଶ) ≤ 𝜒(𝐷ଵ) + 𝜒(𝐷ଶ) với mọi 𝐷ଵ, 𝐷ଶ ∈ ẞ. 

(c) Không kỳ dị: 𝜒({𝑎} ∪ 𝐷) = 𝜒(𝐷) với mọi 𝑎 ∈ 𝐸, 𝐷 ∈ ẞ. 

(d) Chính quy: 𝜒(𝐷) = 0 khi và chỉ khi 𝐷 compact tương đối, 𝐷 ∈ ẞ. 

(e) Nửa thuần nhất: 𝜒(𝜆𝐷) = |𝜆|𝜒(𝐷) với 𝜆 ∈ ℝ, 𝐷 ∈ ẞ. 
 

Với ánh xạ đa trị ℳ: 𝐸 → 𝒫(𝐸), tập các điểm bất động của ℳ ký hiệu là Fix(ℳ) = {𝑥 ∈ 𝐸: 𝑥 ∈ ℳ(𝑥)}. 

Bổ đề 1.2.  Nếu 𝑀 là tập con lồi đóng của không gian Banach 𝐸 và ℳ: 𝑀 → 𝐾𝑣(𝑀) là ánh xạ đóng, 𝛽-cô 
đặc, ở đây 𝛽 là độ đo phi compact thỏa 𝛽({𝑎} ∪ 𝛺) = 𝛽(𝛺) với mọi 𝑎 ∈ 𝑀, và 𝛺 ∈ 𝑏(𝑀) thì ta có 
𝐹𝑖𝑥 (ℳ) ≠ ∅. 

Bổ đề 1.3.  Cho 𝑀 là một tập đóng trong không gian Banach 𝐸 và ℳ: 𝑀 → 𝐾(𝑀) là ánh xạ đa trị cô đặc 
theo độ do phi compact đơn điệu 𝛽 xác định trên họ các tập con bị chặn của E. Khi đó, nếu tập 𝐹𝑖𝑥 (ℳ) 
bị chặn thì nó là tập compact. 

Ngoài ra trong các đánh giá chúng tôi cần dùng đến kết quả sau đây: 
 

Bổ đề 1.4. (Gronwall) Cho 𝑎 ≥ 0,0 < 𝑇 < ∞ và các hàm 𝛽, 𝜇: [0, 𝑇] → ℝା liên tục thỏa 

 

𝜇(𝑡) ≤ 𝑎 + න  
௧

଴

 𝛽(𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠,  𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

Khi đó 𝜇(𝑡) ≤ 𝑎𝑒∫బ

೟
 ఉ(௦)ௗ௦. 

Kết quả sau đây cũng được dùng đến cho kết quả của chúng tôi. Cho trước khoảng đóng và bị chặn 
[0, 𝑀] của ℝ. Khi đó tồn tại số 𝐶(𝑀) > 0 để cho 

|𝑒௫ − 𝑒௬| ≤ 𝐶(𝑀)|𝑥 − 𝑦| với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑀].                                          (1.2) 

 

2. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM VÀ TÍNH COMPACT 
 

Với mỗi 𝑢 ∈ 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) ta định nghĩa tập 

𝒮ி(𝑢) = ൛𝑓 ∈ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ) ∣ 𝑓(𝑡, . ) ∈ 𝐹(𝑡, 𝑢), hầu hết 𝑡 ∈ (0, 𝑇)ൟ.                    (2.3) 

2.1 Nghiệm nhẹ và công thức nghiệm nhẹ 
 

Ta thấy rằng, 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) là nghiệm của bài toán (1.1) khi và chỉ khi tồn tại 𝑓 ∈ 𝒮ி(𝑢) và thỏa 

ቐ

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝒦𝒜𝜎1

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝒜𝜎2𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥),        (𝑡, 𝑥) ∈ (0, 𝑇] × 𝛺

𝑢(0, 𝑥) = ℎ(𝑥),                                                                            𝑥 ∈ 𝛺.
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Giả sử {𝜙௡} là một cơ sở trực chuẩn của ℋ gồm toàn các véc tơ riêng của 𝒜 tương ứng với dãy giá trị riêng 
dương {𝜆௡} ở đây 0 < 𝜆ଵ < 𝜆ଶ < ⋯ và lim௡→ஶ  𝜆௡ = ∞. 

Lần lượt nhân vô hướng hai vế của các phương trình trong hệ trên với hàm riêng 𝜙௡, và giải hệ trên bằng 
phương pháp biến thiên hằng số thông thường ta nhận được 

⟨𝑢(𝑡), 𝜙௡⟩ = 𝑒ି஺೙௧⟨ℎ, 𝜙௡⟩ + 𝐵௡ න  
௧

଴

  ⟨𝑓(𝑠), 𝜙௡⟩𝑒ି஺೙(௧ି௦)𝑑𝑠 

ở đó 

𝐴௡ =
𝜆௡

ఙమ

1 + 𝒦𝜆௡
ఙభ

 và 𝐵௡ =
1

1 + 𝒦𝜆௡
ఙభ

 

Trong trường hợp bài toán trên có nghiện 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) thì khai triển Fourier của 𝑢 là 

𝑢(𝑡, . ) = ෍  

ஶ

௡ୀଵ

  𝑒ି஺೙௧⟨ℎ, 𝜙௡⟩𝜙௡(. ) + ෍  

ஶ

௡ୀଵ

 𝐵௡ න  
௧

଴

  ⟨𝑓(𝑠), 𝜙௡⟩𝑒ି஺೙(௧ି௦)𝑑𝑠𝜙௡(. ). 

Điều này gợi ý cho ta định nghĩa nghiệm yếu của bài toán (1.1) như sau: 

Định nghĩa 2.1.  Hàm 𝑢 ∈ 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) gọi là nghiệm nhẹ (hay nghiệm tích phân) của (1.1) nếu thỏa các 
điều kiện sau 

 (i) 𝑢(0, . ) = ℎ, và 

(ii) tồn tại 𝑓 ∈ 𝒮ி(𝑢) để cho với mọi 𝑡 ∈ [0, 𝑇] ta có 

𝑢(𝑡, . ) = ෍  

ஶ

௡ୀଵ

  𝑒ି஺೙௧⟨ℎ, 𝜙௡⟩𝜙௡(. ) + ෍  

ஶ

௡ୀଵ

 𝐵௡ ቊන  
௧

଴

  ⟨𝑓(𝑠), 𝜙௡⟩𝑒ି஺೙(௧ି௦)𝑑𝑠ቋ 𝜙௡(. )               (2.4) 

2.2 Tính chất nửa liên tục trên và cô đặc theo đô đo phi compact 

Cho 𝑓 ∈ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ) ta định nghīa 

Φ(𝑓)(𝑡, . ) = ෍  

ஶ

௡ୀଵ

 𝐵௡ ቊන  
௧

଴

  ⟨𝑓(𝑠), 𝜙௡⟩𝑒ି஺೙(௧ି௦)𝑑𝑠ቋ 𝜙௡(. ).                                 (2.5) 

Trong mục này mục đích của chúng ta là thiết lập các tính chất nửa liên tục trên, tính chất 𝜒-cô đặc của toán 
tử đa trị Φ ∘ 𝒮ி. 
Bổ đề 2.2. Cho dãy {𝑓௡} ⊂ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ) là một dãy nửa compact. Khi đó ta có các khẳng định sau đây: 
a) Tập {𝛷(𝑓௡): 𝑛 ∈ ℕ̇} là đồng liên tục. 
b) Tập {𝛷(𝑓௡): 𝑛 ∈ ℕ̇} là compact tương đối trong 𝒞([0, 𝑇]; ℋ). 
c) Nếu 𝑓௡ ⇀ 𝑓଴ thì 𝛷(𝑓௡) → 𝛷(𝑓଴). 
Chứng minh. Trước tiên ta chứng minh khẳng định a.. Giả sử 𝑡, 𝑡ᇱ ∈ [0, 𝑇] thỏa 0 ≤ 𝑡 < 𝑡ᇱ ≤ 𝑇. Khi đó 

Φ(𝑓௡)(𝑡, . ) − Φ(𝑓௡)(𝑡ᇱ, . )  = ෍  

ஶ

௝ୀଵ

 𝐵௝ ቊන  
௧

଴

  ൫𝛼௡(𝑡, 𝑠, 𝑗) − 𝛼௡(𝑡ᇱ, 𝑠, 𝑗)൯𝑑𝑠 − න  
௧ᇲ

௧

 𝛼௡(𝑡ᇱ, 𝑠, 𝑗)𝑑𝑠ቋ 𝜙௝(. )

 = 𝐿(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . ) + 𝑀(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . )

 

ở đó 𝛼௡(𝑡, 𝑠, 𝑗) = ൻ𝑓௡(𝑠), 𝜙௝ൿ𝑒ି஺ೕ(௧ି௦), 

𝐿(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . ) = ෍  

ஶ

௝ୀଵ

 𝐵௝ ቊන  
௧

଴

  ൫𝛼௡(𝑡, 𝑠, 𝑗) − 𝛼௡(𝑡ᇱ, 𝑠, 𝑗)൯𝜙௝(. )𝑑𝑠ቋ ∈ ℋ 𝑣à

𝑀(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . ) = − ෍  

ஶ

௝ୀଵ

 𝐵௝ ቊන  
௧ᇲ

௧

 𝛼௡(𝑡ᇱ, 𝑠, 𝑗)𝜙௝(. )𝑑𝑠ቋ ∈ ℋ.
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Trong đánh giá dưới đây các hằng số 𝐶 là khác nhau không phụ thuộc vào 𝑓௡ và (𝑡, 𝑡ᇱ) ∈ [0, 𝑇] × [0, 𝑇]. 
Sử dụng đánh giá (1.2) và tính tích vô hướng ⟨𝐿(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . ), 𝐿(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . )⟩ với chú ý tính bị chặn của các 
dãy số ൛𝐴௝ൟ

௝ୀଵ,ଶ,..
, ൛𝐵௝ൟ

௝ୀଵ,ଶ,….
 ta có 

∥∥𝐿(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . )∥∥ℋ

ଶ
 ≤ 𝐶 ෍  

ஶ

௝ୀଵ

 න  
௧

଴

  หൻ𝑓௡(𝑠), 𝜙௝ൿห
ଶ

𝑑𝑠|𝑡ᇱ − 𝑡|ଶ

 = 𝐶 න  
௧

଴

 ෍  

ஶ

௝ୀଵ

  หൻ𝑓௡(𝑠), 𝜙௝ൿห
ଶ

𝑑𝑠|𝑡ᇱ − 𝑡|ଶ

 ≤ 𝐶 න  
்

଴

  ∥∥𝑓௡(𝑠)∥∥ℋ

ଶ
𝑑𝑠|𝑡 − 𝑡ᇱ|ଶ                                                   (2.6)

 

Từ giả thiết nửa compact của dãy {𝑓௡}, thì dãy này khả tổng bị chặn, nghĩa là tồn tại 𝛼 ∈ 𝐿ଵ([0, 𝑇], ℝ) để 
∥∥𝑓௡(𝑠)∥∥ℋ

≤ 𝛼(𝑠) với hầu hết 𝑠 ∈ [0, 𝑇] và mọi 𝑛 ∈ ℕ̇. Do đó từ (2.6) ta có đánh giá 

∥∥𝐿(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . )∥∥ℋ

ଶ
≤ 𝐶ଵ|𝑡ᇱ − 𝑡|ଶ.                                                          (2.7) 

Lập luận tương tự ta cũng có đánh giá 

∥∥𝑀(𝑛)(𝑡, 𝑡ᇱ, . )∥∥ℋ

ଶ
≤ 𝐶ଶ|𝑡ᇱ − 𝑡|ଶ.                                                         (2.8) 

Từ (2.7) và (2.8) ta nhận được 

∥∥Φ(𝑓௡)(𝑡, . ) − Φ(𝑓௡)(𝑡ᇱ, . )∥∥ℋ

ଶ
≤ 𝐶|𝑡ᇱ − 𝑡|ଶ. 

Điều này cho ta kết luận khẳng định a. là đúng. 
Tiếp đến ta chứng minh khẳng định b.. Ta sẽ chứng tỏ tập {Φ(𝑓௡): 𝑛 ∈ ℕ̇} bị chặn từng điểm. Thật 

vậy, với 𝑡 ∈ [0, 𝑇] và chú ý tính chất nửa compact của dãy {𝑓௡} ta có 

𝜒({Φ(𝑓௡)(𝑡, . ): 𝑛 ∈ ℕ̇})  ≤ 𝐶𝜒 ቐන  
௧

଴

 ෍  

ஶ

௝ୀଵ

  ൻ𝑓௡(𝑠), 𝜙௝ൿ𝜙௝(. )𝑑𝑠: 𝑛 ∈ ℕ̇ቑ

 = 𝐶𝜒 ቊන  
௧

଴

 𝑓௡(𝑠)𝑑𝑠: 𝑛 ∈ ℕ̇ቋ

 ≤ 𝐶 න  
௧

଴

 𝜒({𝑓௡(𝑠): 𝑛 ∈ ℕ̇})𝑑𝑠 = 0.

 

Điều này cho ta 𝜒({Φ(𝑓௡)(𝑡, . ): 𝑛 ∈ ℕ̇}) = 0 và do đó tập {Φ(𝑓௡)(𝑡, . ): 𝑛 ∈ ℕ̇} là compact tương đối trong 
ℋ và do đó nó bị chặn trong ℋ. Áp dụng định lý Arzela-Ascoli ta có khẳng định b.. Khẳng định c. là hệ 
quả của b. với chú ý Φ là ánh xạ tuyến tính bị chặn từ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ) vào 𝒞([0, 𝑇]; ℋ). 
Sử dụng tính chất nửa liên tục trên từ giả thiết (Hb) của 𝐹 và áp dụng Định lý Mazur chúng ta nhận được 
bổ đề sau (Kamenskii & cs., Lemma 5.1.1]). 
Bổ đề 2.3. Cho dãy {𝑣௡}௡ஹଵ ⊂ 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) và dãy {𝑓௡}௡ஹଵ ⊂ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ) thỏa 𝑓௡ ∈ 𝒮ி(𝑣௡) với mọi 𝑛 ≥
1. Khi đó, nếu 𝑣௡ → 𝑣 và 𝑓௡ ⇀ 𝑓 thì 𝑓 ∈ 𝒮ி(𝑣). 
Tính chất đóng của Φ ∘ 𝒮ி được suy ra từ việc sử dụng Bổ đề 2.2 và Bổ đề 2.3. 
Bổ đề 2.4. Với các giả thiết (𝐻) ta có toán tử đa trị 𝛷 o 𝒮ி là đóng. 
Chúng minh. Giả sử các dāy {𝑣௡}௡ஹଵ và {𝑧௡}௡ஹଵ là các dãy trong 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) thỏa 

𝑣௡ → 𝑣, 𝑧௡ ∈ Φ ∘ 𝒮ி(𝑣௡) và 𝑧௡ → 𝑧 
Ta sẽ chứng tỏ 𝑧 ∈ Φ ∘ 𝒮ி(𝑣). Ta lấy tùy ý dãy {𝑓௡} trong 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ) thỏa 𝑓௡ ∈ 𝒮ி(𝑣௡) và 𝑧௡ = Φ(𝑓௡). 
Khi đó, từ điều kiện (Hc) đảm bảo rằng dãy {𝑓௡} là khả tổng bị chặn. Thêm nửa, điều kiện (Hd) cho ta {𝑓௡} 
là nửa compact và cūng compact yếu trong 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ)( xem [18, Theorem 5.1.2]). Vì vậy, ta có thể giả 
sử 𝑓௡ → 𝑓 ∈ 𝐿ଵ((0, 𝑇); ℋ). Bởi Bổ đề 2.2 ta có Φ(𝑓௡) → Φ(𝑓) = 𝑧 và do đó theo Bổ đề 2.3 ta có 𝑓 ∈ Φ ∘
𝒮ி(𝑣). 
Kết quả sau đây được suy ra từ Bổ đề 2.2 và Bổ đề 2.4. 
Bổ đề 2.5. Giả sử rằng điều kiện (H) được thỏa mãn. Khi đó toán tử đa trị 𝛷 ∘ 𝒮ி là nửa liên tục trên. 
Tiếp theo, chúng tôi sử dụng độ do phi compact phù hợp. Cho 𝐷 là tập con của 𝒞([0, 𝑇], ℋ), ký hiệu Δ(𝐷) 
là họ các tập con đếm được của 𝐷 và 𝐿 là một số dương. Ta định nghĩa 

𝜈௅(𝐷) ≜ max
ொ∈୼(஽)

 (𝛾௅(𝑄); mod஼(𝑄)), 
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ở đó 
𝛾௅(𝑄) ≜ sup

௧∈[଴,்]
 𝑒ି௅௧𝜒(𝑄(𝑡)),  mod஼(𝑄) ≜ lim

ఋ→଴
 sup
௩∈஽

  max
|௧ᇲି௧|ஸఋ

 ∥∥𝑣(𝑡ᇱ) − 𝑣(𝑡)∥∥, 

trong đó 𝑄(𝑡) = {𝑤(𝑡): 𝑤 ∈ 𝑄}. Độ đo phi compact 𝜈௅ có đầy đủ các tính chất nêu trong Bổ đề 1.1, bạn 
đọc có thể tìm thấy điều này ở (Kamenskii  & cs., Example 2.1.4). 
Bổ đề 2.6.  Giả sử rằng điều kiện (H) được thỏa mãn, 𝒮ி: 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) → 𝒫(𝐿ଵ(0, 𝑇); ℋ) định nghīa bởi 
(2.3) và 𝛷 định nghĩa bởi (2.5). Khi đó, tồn tại số 𝐿 > 0 để cho 𝛷 ∘ 𝒮ி là ánh xạ đa trị cô đặc theo độ do 
𝜈௅. 
Chứng minh. Chứng minh này được dựa vào chứng minh của [18, Theorem 5.1.3] với việc đánh giá chặn 
trên thích hợp cho 𝛾௅(Φ ∘ 𝒮ி). Giả sử 𝐷 là tập con bị chặn của 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) thỏa 

𝜈௅(𝐷) ⪯ 𝜈௅(Φ ∘ 𝒮ி),                                                                (2.9) 
ở đây ⪯ là thứ tự trong ℝଶ gây nên bởi nón ℝା × ℝା. Ta sẽ chứng tỏ 𝐷 là tập compact tương đối. Giả sử 
{𝑣௡} là dãy tùy ý trong 𝐷, ta đặt 𝑔௡(𝑡, . ) = Φ(𝑓௡)(𝑡, . ) với 𝑓௡ ∈ 𝒮ி(𝑣௡) và ta có 

𝜈௅({𝑔௡: 𝑛 ≥ 1}) = ൫𝛾௅({𝑔௡: 𝑛 ≥ 1}); mod஼({𝑔௡: 𝑛 ≥ 1})൯ 
và 

𝑒ି௅௧𝜒({𝑔௡(𝑡, . ): 𝑛 ≥ 1})  = 𝑒ି௅ 𝜒 ൭൝෍  

ஶ

௡ୀଵ

 𝐵௝ ቆන  
௧

଴

  ൻ𝑓௡(𝑠), 𝜙௝ൿ𝑒ି஺ೕ(௧ି௦)𝑑𝑠ቇ 𝜙௝(. ): 𝑛 ≥ 1ൡ൱

 ≤ 𝐶଴𝑒ି௅௧ න  
௧

଴

 𝜒({𝑓௡(𝑠): 𝑛 ≥ 1})𝑑𝑠

 ≤ 𝐶ଵ sup
௦∈[଴,்]

 ൫𝑒ି௅௦𝜒({𝑣௡(𝑠, . ): 𝑛 ≥ 1})൯ න  
௧

଴

 𝑠ఊభ𝑒ି௅(௧ି௦)𝑑𝑠

 

ở đây ta có sử dụng điều kiện chính quy (Hd) trong đánh giá sau cùng. Từ bất đẳng thức trên ta có 

𝛾௅({𝑔௡: 𝑛 ≥ 1}) ≤ 𝐶ଵ ቆ sup
௧∈[଴,்]

 න  
௧

଴

 𝑠ఊభ𝑒ି௅(௧ି௦)𝑑𝑠ቇ 𝛾௅({𝑣௡: 𝑛 ≥ 1}).                     (2.10) 

Vì với 𝛾 > −1 

lim
௅→ஶ

 ቆ sup
௧∈[଴,்]

 න  
௧

଴

  𝑠ఊ𝑒ି௅(௧ି௦)𝑑𝑠ቇ = 0 

nên tồn tại 𝐿଴ > 0 để 

sup
௧∈[଴,்]

 න  
௧

଴

  𝑠ఊభ𝑒ି௅(௧ି௦)𝑑𝑠 <
1

4𝐶ଵ
  với mọi 𝐿 ≥ 𝐿଴.                                  (2.11) 

Thêm nữa, từ quan hệ (2.9) dẫn đến 𝛾௅బ
({𝑔௡: 𝑛 ≥ 1}) ≥ 𝛾௅బ

({𝑣௡: 𝑛 ≥ 1}). Do đó kết hợp điều này với 
(2.10) và (2.11) ta có 𝛾௅బ

({𝑣௡: 𝑛 ≥ 1}) = 0 và vì thế 𝜒({𝑣௡(𝑡, . )}) = 0 với mọi 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. Bởi các điều 
kiện (Hc), (Hd) ta suy ra dãy {𝑓௡} là nửa compact. Áp dụng Bổ đề 2.2 ta suy ra tập {𝑔௡: 𝑛 ≥ 1} là compact 
tương đối, vì vậy 𝜈௅బ

(𝐷) = (0,0). Ta hoàn thành chứng minh bổ đề. 

2.3 Tính chất compact của tập nghiệm 

Trong mục này ta sẽ thiết lập tính compact của tập nghiệm yếu của bài toán (1.1) sẽ trình bày bởi Định lý 
2.7. Ta ký hiệu 𝒮௛

ி[0, 𝑇] là tập nghiệm yếu của (1.1). 
Định lý 2.7. Giả sủ 𝐹 thỏa điều kiện (𝐻) và ℎ ∈ ℋ khi đó tập 𝒮௛

ி[0, 𝑇] là tập compact khác rỗng của 
𝒞([0, 𝑇]; ℋ). 
Chứng minh. Xét toán tử đa trị ℳ: 𝒞([0, 𝑇]; ℋ) → 𝒫(𝒞([0, 𝑇]; ℋ)) định nghīa bởi 

ℳ(𝑢): = ൝𝑣 ∈ 𝒞([0, 𝑇]; ℋ): 𝑣(𝑡, . ) = ෍  

ஶ

௡ୀଵ

  𝑒ି஺೙௧⟨ℎ, 𝜙௡⟩𝜙௡(. ) + Φ(𝑓)(𝑡, . ), 𝑓 ∈ 𝒮ி(𝑢)ൡ 

Áp dụng Bổ đề 2.5 và Bổ đề 2.6 ta nhận được ℳ là nửa liên tục trên và cô đặc theo độ đo phi compact 𝜈௅బ
, 

ở đó 𝐿଴ là số dương thỏa (2.11). Ta định nghĩa không gian 

𝒞௅బ
([0, 𝑇]; ℋ) = {𝑣 ∈ 𝒞([0, 𝑇]; ℋ): ∃𝐾 > 0, ∥ 𝑣(𝑡, . ) ∥ℋ≤ 𝐾𝑒௅బ௧∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]}, 

trang bị chuẩn 
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∥ 𝑣 ∥𝒞ಽబ
([଴,்];ℋ)= sup

௧∈[଴,்]
 𝑒ି௅బ௧ ∥ 𝑣(𝑡,⋅) ∥ℋ  ∀𝑣 ∈ 𝒞௅బ

([0, 𝑇]; ℋ). 

Trong không gian này ta ký hiệu 𝐵‾ (𝑟) là quả cầu đóng có tâm tại gốc và bán kính 𝑟. Ta sẽ chứng tỏ tồn tại 
số 𝑟 > 0 để cho ℳ mang quả cầu 𝐵‾(𝑟) vào chính nó. Thật vậy, chọn 𝑟 > 𝐶ଵ ∥ ℎ ∥ℋ+ (𝑟 + 1)/4. Với 𝑢 ∈
𝐵‾ (𝑟), 𝑓 ∈ 𝒮ி(𝑢), 𝑣 ∈ ℳ(𝑢) và sử dụng điều kiện (Hc) ta có 

𝑒ି௅బ௧ ∥ 𝑣(𝑡, . ) ∥ℋ  ≤ 𝑒ି௅బ௧

∥
∥
∥
∥

෍  

ஶ

௡ୀଵ

  𝑒ି஺೙௧⟨ℎ, 𝜙௡⟩𝜙௡
∥
∥
∥
∥

ℋ

+ 𝑒ି௅బ௧ ∥ Φ(𝑓)(𝑡, . ) ∥ℋ

 ≤ 𝐶ଵ ቆ𝑒ି௅బ௧ ∥ ℎ ∥ℋ+ න  
௧

଴

  𝑒ି௅బ(௧ି௦)𝑒ି௅బ௦𝑠ఊభ(1+∥ 𝑢(𝑠, . ) ∥ℋ)𝑑𝑠ቇ

 ≤ 𝐶ଵ ቆ𝑒ି௅బ௧ ∥ ℎ ∥ℋ+ න  
௧

଴

  𝑠ఊభ(𝑒ି௅బ௦ + 𝑟)𝑒ି௅బ(௧ି௦)𝑑𝑠ቇ

 ≤ 𝐶ଵ ቆ𝑒ି௅బ௧ ∥ ℎ ∥ℋ+ (1 + 𝑟) න  
௧

଴

 𝑠ఊభ𝑒ି௅బ(௧ି௦)𝑑𝑠ቇ < 𝑟

 

Điều này cho ta 𝑣 ∈ 𝐵‾ (𝑟). Ta nhận được 𝒮௛
ி[0, 𝑇] ≠ ∅ nhờ vào áp dụng Bồ đề 1.2. Việc còn lại là ta chứng 

tỏ 𝒮௛
ி[0, 𝑇] là tập compact. Giả sử 𝑢 ∈ 𝒮௛

ி[0, 𝑇] và 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. Khi đó  𝑢 ∊ ℳ(𝑢), tồn tại 𝑓 ∈ 𝒮ி(𝑢) với áp 
dụng bất đẳng thức Gronwall để ta có đánh giá 

∥ 𝑢(𝑡, . ) ∥ℋ  ≤ 𝐶଴ ∥ ℎ ∥ℋ+ 𝐶ଵ න  
௧

଴

 𝑠ఊభ(1+∥ 𝑢(𝑠, . ) ∥ℋ)𝑑𝑠

 ≤ 𝐶ଶ ∥ ℎ ∥ℋ exp (න  
௧

଴

 𝑠ఊభds) ≤ 𝐶

 

ở đó 𝐶 không phụ thuộc 𝑡. Do đó bởi áp dụng Bổ đề 1.3 ta kết thúc chứng minh định lý. 

3. KẾT LUẬN 

Bài viết này chúng tôi đã chứng minh tính chất khác rỗng và compact cho tập nghiệm của phương trình vi 
phân đa trị chứa các toán tử tự liên hợp với bậc không nguyên, chúng tôi đã sử dụng một độ đo phi compact 
nhận giá trị trong không gian có thứ tự thích hợp để chứng tỏ ánh xạ nghiệm là cô đặc. Bài viết đóng góp 
kỹ thuật sử dụng độ đo phi compact để nghiên cứu tính chất tập nghiệm của lớp phương trình vi phân đa 
trị. 
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Abstract. In this paper, we establish existence and compactness for sets of solutions of differential 
equations with the natural association operator in a different fractional order. Our main techniques are based 
on the study of non-compact measurement that takes values in the Banach order space. 
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