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Tém tit. Trong bai bao nay chiing t6i thiét 1ap sy ton tai va tinh chit compact cho tap nghiém cta phuong
trinh vi phén da tri chira toan tir ty lién hop vadi bac khac nhau o4, 0, > 0. Phuong phéap chung t6i dua trén
viéc st dung d6 do phi compact nhén tri trong khong gian c6 thi tu.

Tiwr khoa: toan tir da tri, d§ do phi compact, phuong trinh vi phan, toan tu 1ién hop.

1. GIOI THIEU VA CHUAN BI

Trong bai viét nay chung ta ky hiéu T 1a mot sé thue dwong, Q 1a mot mién bi chin véi bién dii tron cia
khong gian RV . Xét bai todn tim ham u = u(t, x) thoa

{%u(t, %) + KA Su(t, x) + A”u(t,x) € F(t,u()), () € (0,T] X 2

(1.1)
u(0,x) = h(x), x €M,

& d6 K 1a hang sb duong va A 14 toan tir ty lién hop v6i bac o € {0, 0, } tly ¥ trén khong gian Hilbert 2
v6i tich vo hudng (., .), nghia la (A%u, w) = (u, A7wW) (ching han nhu A = —A ), h € H . Da ¢ nhidu
nghién ctru vé sy ton tai va duy nhét nghi€ém (V1 du nhu Gorenflo & c¢s (2014), Hung & Tri (2020), Tr1 &
Karapinar (2020), Tri & Rezapour (2021)), tinh 6n dinh ctia nghlem v6i dit liéu quan sat ciia ham ngudn bi
nhiéu,... clia bai toan trén véi F 1a ham don tri hay v6i dao ham cap khong nguyén (chang han nhu Ngoc
& ¢s(2021), Tuan & cs (2021) Tuan & Caraballo (2021)). Tuy nhién trong cac ly thuyét diéu khién thi bai
toan thudng gip voi ham ngudn F 1a ham da tri. Ngoai viéc xem xét sy ton tai va tinh lién tuc cta tap
nghiém thi tinh chit compact cua tap nghiém cting thuodng dugc quan tdm. V61 myc dich do, trong bai bao
nay ching t6i thiét 1ap sy ton tai nghiém va tmh compact cho tdp nghiém cua bai toan (1.1).

Cho E 1a khong gian Banach va (C, <) 1a tap sap thir ty bd phan. Mot anh xa ¢ tir ho cac tap con Y nao do
ctia E vao C goi la do do phi compact trén Y néu @(co(D)) = ¢(D) véi D 1a tap con tiy y ciia Y. Anh xa
datri F:E — Y goi 1a co dac theo do do ¢ (hay gon hon 1a ¢@-c6 dic) néu véi moi D € Y thoa ¢(D) <
@(F(D)) dan dén D 1a tap compact turong dbi trong E.

Ngoai cac phuong phap sir dung quen thudc nhu cac danh gia boi khai trién Fourier cua phan tir trong khong
gian Hilbert tach duoc, bit dang thirc Gronwall chiing t6i sir dung mot do do phi compact trong khong gian
¢6 thir tu sinh boi non 16i ¢6 dinh dé xem xét bai toan diém bat dong cho mét anh xa da tri cd dic.

Trong sudt bai bao nay ching ta ky hiéu N = N \ {0} va P(E) (twong Gmg, b(E), K(E), Kv(E)) la tap tat
ca cac tap con khac rong cua E (twong tmg, bi chin, compact, 16i va compact), ky hiéu C([0,T]; H) 1a
khong gian cac ham lién tuc tur [0, T] vao khong gian Hilbert H V0’1 chuan || u lI= SUPte(or] I u(t,.) g,
véiu € C([0,T]; 3), ddy {fu} trong C([0,T]; ) goi la hoi tu yeu (twong tmg, hau hét) vé £ (viét f, = fo)
néu (f,,(s), £(s)) hoi tu v& 0 trong R véi moi (twrong tng, hdu hét) s €[0, T]. Trong bai bao nay ching toi
st dung H = L2(Q).

Chung t6i xem xét bai toan (1.1) véi F:[0,T] x H — Kv(H) thoa cac diéu kién (H) sau:

(Ha) Véimdiv € H, ham t = F(t,v) c6 ham chon do dwoc, nghia 14, ton tai ham do dwoc £,(.) : [0,T] =
H théa f,(t) € F(t,v).

(Hb) Anh xa da tri F(t,.): H — Kv(#) 1a ntra lién tyc trén véi hau hét t € [0,T],
(Hc) ton tai @ € L1((0,T); R) dé cho
I F(tw)| l:= sup N vllgp< a(t)(1+Ilu ll) hduhétt € (0,T) vamoiu € H.
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(Hd). Tén tai B € L'((0,T); R) dé cho

x(F(t,D)) < B(t)x(D) hau hét t € (0,T), véi moi D € b(H),
& d6 x 1a 6 do Hausdorff phi compact trong H duoc dinh nghia boi

x(D) = inf{e > 0: D c6 &-ludi hitu han }
Deé thiét 1ap cac két qua chinh ching tdi can dén cac két qua sau ban doc co6 thé tim thay trong (Kamenskii
& cs, Definition 2.1.1, Corollary 3.3.1, Propositions 3.5.1).

B6 dé 1.1. Cho E la khong gian Banach vd x la mét dé do Hausdorrf xdc dinh trén ho 13 cdc tdp con
nao do cua E. Khi do:

(a) Pon diéu: néu D; € D, dan dén y(Dy) < x(D,), véi D;,D, € B.

(b) Nita cong tinh: (D, + D) < x(D;1) + x(D3) véi moi D1, D, € 3.

(c) Khong ky di: y({a} U D) = y(D) véi moia € E,D € 3.

(d) Chinh quy: x(D) = 0 khi va chi khi D compact tiwong déi, D € 3.

(e) Nita thuan nhdt: y(AD) = |A|x(D) véi 1 € R,D € 3.

V6i anh xa da tri M: E —» P(E), tap cac diém bit dong ciia M ky hiéu 1a Fix(M) = {x € E: x € M (x)}.

B6 dé 1.2. Néu M la tdp con 16i dong ciia khéng gian Banach E va M: M — Kv(M) la dnh xa déng, B-c6
ddc, ¢ day B la do do phi compact thoa B({a} VU Q) = B(2) véi moi a € M, va 2 € b(M) thi ta co
Fix (M) = Q.

B6 dé 1.3. Cho M la mét tdp dong trong khéng gian Banach E va M:M — K(M) la dnh xa da tri c6 ddc
theo dé do phi compact don diéu B xdc dinh trén ho cdc tdp con bi chan cua E. Khi do, néu tgp Fix (M)
bi chan thi no la tdp compact.

Ngoai ra trong cac danh gia chung toi can dung dén két qua sau day:

B dé 1.4. (Gronwall) Cho a = 0,0 < T < o0 va cdc ham B, u:[0,T] = R, lién tuc théa

t
ut)<a +f B(s)u(s)ds, t € [0,T].
0

t
Khido u(t) < aeloB)ds,

Két qua sau déy ciing dugc dung dén cho két qua cua ching toi. Cho trudc khoang dong va bi chin
[0, M] cta R. Khi d6 ton tai s6 C(M) > 0 d¢ cho

le* —eY| < C(M)|x — y| véimoi x,y € [0, M]. (1.2)

2. SU TON TAI NGHIEM VA TiNH COMPACT
Véimdi u € C([0,T]; H) ta dinh nghia tap

Sp(w) = {f € L*((0,T); H) | f(t,.) € F(t,u), hduhét ¢t € (0,T)}. (2.3)
2.1 Nghiém nhe va cong thirc nghiém nhe

Ta thdy ring, u = u(t, x) 1a nghiém ciia bai toan (1.1) khi va chi khi ton tai f € Sz(w) va thoa

%u(t, x) + KA %u(t, x) + A%%u(t,x) = f(t,x), (t,x) €(0,T]x
u(0,x) = h(x), x € 0.
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Gia st {¢,} 1a mét co s truc chudn ctia H gdm toan cic véc to riéng cta A twong Gng voi diy gid tri riéng
duong {1,} 6day 0 < A; < A, < -+ valim,_ A, = .

Lan lugt nhan v0 hudng hai Vé’cﬁa céc phuong trinh trong hé trén voi ham riéng ¢,,, va giai hé trén bang
phuong phap bién thién hang s6 thong thuong ta nhan duoc
t
(u(t), pn) = e~ (h, ¢n) + By J (f(s), pne~4n(=9ds
6 do ’
A2 . 1
=T T T

Trong trudng hop bai toan trén ¢6 nghién u = u(t, x) thi khai trién Fourier cta u la

[o2) oo t
u(t) =D e Bgn() + D B [ () de s, )
n=1 n=1

Diéu nay goi y cho ta dinh nghia nghiém yéu ciia bai toan (1.1) nhu sau:

binh nghia 2.1. Ham u € C([0, T]; #) goi la nghiém nhe (hay nghiém tich phan) cua (1.1) néu thoa cac
diéu kién sau

(i) u(0,.) = h, va
(ii) ton tai f € Sp(u) dé cho véimoi t € [0,T] ta co

[o2] [o2] t
u(t,) =) e b g)ba() + ) By { [ <f(s),¢n>e-An<f—s)ds} b @H
n=1 0

n=1 =
2.2 Tinh chat nira lién tuc trén va co dic theo do do phi compact

Cho f € L1((0,T); K) ta dinh nghia

it t
()= ) By { | o ¢n>e-An“—S>ds} e (25)
n=1

Trong muc nay muc dich cta ching ta la thiét 1ap cac tinh chét nira lién tuc trén, tinh chét x-c0 dac cua toan
tor da tri @ o Sp.
B6 dé 2.2. Cho day {f,,} € L*((0,T); H) la mét day mira compact. Khi dé ta cé cdc khang dinh sau day:
a) Tap {®(f,):n € N} la dong lién tuc.
b) Tap {@(fn):n € N} la compact twong doi trong C([0, T]; H).
o) Neu fo = fo i d(f) > b(f).
Chirng minh. Trudc tién ta ching minh khang dinh a.. Gia sir t,t’ € [0,T] thoa 0 < t < t’' < T. Khi d6

t ¢t/
cb(fn)(tr) - q’Un)(t"-) = Z B] {J(; (an(tr S'j) - an(t’,s,j))ds - f an(tl' S,j)dS} d)]()
= t

J
=L t,.)+Mmn)(Et,.)
&40 an(t,s,j) = (fu(s), ¢;)e 4,

[o¢]

t
L)t t,.) = Z B, U (@n(t,s, ) — an(t’ s,j))d)j(.)ds} € va
0

j=1

o ¢
M) (6 t,.) = —Z B, U (¢, s,j)gbj(.)ds} € 7.
t

j=1
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Trong danh gia dudi ddy cac hang sé C 1a khac nhau khong phu thude vao f, va (t,t") € [0,T] X [0,T].
Str dung danh gia (1.2) va tinh tich v6 hudéng (L(n)(¢t, t’,.), L(n)(t, t',.)) v&i cha y tinh bi chan cua cac
day $b {A} ,{B-}, ta co

J)j=1,2," T j=1,2,..

IIL(n)(t,t',,)";[ sCZf |(fn(S),¢j)|2d5|f'—t|2
=170

- CJ;) ]Z=1 |(fn(5), ¢j)|2d5|t' _ t|2

T , .
< CJ ||fn(s)||7{ds|t —t'| (2.6)
0

Tir gia thiét nira compact cua diy {f,,}, thi ddy nay kha téng bi chin, nghia 1a tn tai & € L1([0,T], R) dé
Ifn(S)ll; < a(s) voi hau hét s € [0,T] vamoin € N. Do d6 tir (2.6) ta c6 danh gia
L)t Dl < Gyt — el @2.7)
Lap luén tuong tu ta cling c6 danh gia
M@, ¢, iy, < Clt — t]. (28)
Tur (2.7) va (2.8) ta nhan duogc
! 2 !
‘ , () = PU(E il < Cle" — el
Dicu nay cho ta két luan khang dinh a. 1a dang.
Tiép dén ta chimg minh khing dinh b.. Ta s& chimg to tp {®(f,):n € N} bi chin timg diém. That
vay, voi t € [0,T] va cht ¥ tinh chat nira compact cua day {f;,} ta c6

. t .
ARG eN)  <crd[ D (g (dsin e
0 =

t
=Cy {f fa(s)ds:n € N}
0

t
< CJ x({f,(s):n € N}ds = 0.

Diéu nay cho ta y({®(f,)(t,.):n € N}) = 0 va do do6 tap {®(£,)(t,.):n € N} 1a compact tuong dbi trong
H va do do6 nd bi chan trong H. Ap dung dinh 1y Arzela-Ascoli ta c6 khiang dinh b.. Khing dinh c. 1a hé
qua ciia b. v6i chu y @ 1a 4anh xa tuyén tinh bi chan tir L1((0,T); H) vao C([0,T]; H).
Str dung tinh chat nira lién tuc trén tir gia thiét (Hb) ctia F va 4p dung Dinh 1y Mazur chung ta nhan duoc
bd d& sau (Kamenskii & cs., Lemma 5.1.1]).
B6 dé 2.3. Cho day {vy}ns1 € C([0,T]; H) va day {f3ns1 € LY((0,T); H) théa f,, € Sg(vy,) véi moin =
1. Khi d@6, néu vy, —» vva f, = f thi f € Sg(v).
Tinh chit dong ciia ® o S duoc suy ra tir viée sir dung B6 dé 2.2 va B6 dé 2.3.
B6 a8 2.4. V6i cdc gia thiét (H) ta ¢é todn tir da tri @ o Sg la dong.
Chiing minh. Gia su cic day {v, }ns1 va {Zp }ns1 18 cic ddy trong C([0, T]; K) thoa

Uy oV, Zy EDPoSp(v,) vaz, -z
Ta s& ching t6 z € ® o Sp(v). Ta ldy tuy ¥ diy {f,} trong L1((0,T); }) thoa f, € Sg(v,) va z, = ®(f,).
Khi d6, tir didu kién (Hc) dam béao rang diy {f,,} 1a kha tong bi chin. Thém nira, diéu kién (Hd) cho ta {f,}
1a nira compact va ciing compact yéu trong L*((0, T); ) ( xem [18, Theorem 5.1.2]). Vi vdy, ta c6 thé gia
sit f, = f € LY((0,T); H). Boi B6 dé 2.2 ta c6 ®(f,) = ®(f) = z va do dd theo B6 ¢ 2.3 taco f € D o
Sk ().
Két qua sau ddy dugc suy ra tir B6 dé 2.2 va Bb dé 2.4.
B6 dé 2.5. Gid sir rang diéu kién (H) dwoc théa man. Khi dé todn tir da tri ® o Sg la mira lién tuc trén.
Tiép theo, chiing t6i sir dung d6 do phi compact phti hop. Cho D 1 tap con cua C([0, T], ), ky hiéu A(D)
1a ho cac tap con dém duoc ciia D va L 1a mot sé duong. Ta dinh nghia

v (D) £ max (y,(Q); modc(Q)),

QEA(D)
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6 do
y.(Q) £ sup e'“)((Q(t)), mod.(Q) £ limsup max Ilv(t’) - v,

trong d6 Q(t) = {W(t) w E Q} Do do phi compact v; cod day du cac tmh chit néu trong BS d& 1.1, ban
doc c6 thé tim thiy dleu nay ¢ (Kamenskii & cs., Example 2.1.4).
B6 dé 2.6. Gia sit rang diéu kién (H) dwoc théa mén, Sg: C([0,T]; H) = P(L(0,T); H) dinh nghia béi
(2.3) va @ dinh nghia boi (2.5). Khi d6, ton tai s6 L > 0 dé cho @ o Sg la dnh xa da tri ¢6 dic theo do do
V.
Churng minh. Chirng minh nay dugc dua vao chirng minh cua [18, Theorem 5.1.3] véi viéc danh gia chan
trén thich hgp cho y; (P o §g). Gid st D 1a tip con bi chdn cta C([0, T]; H) thoa

V(D) 2 v (@ o Sp), @29
& day < 1a tht tu trong R? gy nén boi non R, X R,. Ta s& chitng t6 D 13 tip compact twong do6i. Gia sir
{v,} 1a day tuy y trong D, ta dat g,,(t,.) = ©(f,)(t,.) v6i f,, € Sp(v,) vatacod

v ({gn:n 2 1) = (y.({gn:n 2 1});modc ({gn:n = 13))

hod t
e y({gn(t,.):n=>1}) =et X({Z B <f (fu(s), ¢j)e‘Ai(t‘5)ds> $;():in = 1})
n=1 0

S Coe_Ltft X({fn(s):n = 1}ds
0

va

t
< €y sup (€™M x({va(s, )in = 11) f sTie-UE=9)gs
S€E[0,T] 0

& day ta c6 s dung diéu kién chinh quy (Hd) trong danh gia sau cung. Tir bat dang thirc trén ta co
t
yL{gnun=1}) < C1< sup f Syle'L(t'S)ds> vo({vpin = 1}). (2.10)
te[0,T] Jo
Vivoiy > -1

t
lim < sup f sye'L(t's)ds> =0
Lo\ tefo,1] Jo

‘ 1 o
sup f se Lt=9ds < — v&imoi L = L. (2.11)
tefo,1] Jg 4C ) .

Thém nira, tir quan h¢ (2.9) dan dény, ({gn:n = 1}) = y,,({vp:n = 1}). Do d6 ket hop dieu nay voi
(2.10) va (2.11) ta c6 y;,,({vy:n = 1}) = 0 va vi thé x({vn(t,.)}) = 0 véi moi ¢ € [0,T]. Boi cdc diéu
kién (Hc), (Hd) ta suy ra ddy {f,,} la nira compact. Ap dung B6 dé 2.2 ta suy ra tip {g,:n > 1} 1a compact
tuong dbi, vi vay v, (D) = (0,0). Ta hoan thanh chirng minh bd dé.

nén ton tai Ly > 0 dé

2.3 Tinh chit compact cta tip nghiém
Trong muc nay ta s& thiét lap tinh compact cta tip nghiém yéu cua bai toan (1.1) s& trinh bay boi Binh ly
2.7. Ta ky hiéu $[0,T] 14 tap nghiém yéu cua (1.1).
Pinh 1y 2.7. Gid sii F théa diéu kién (H) va h € H khi dé tdp SF[0,T] la tdp compact khéc réng cia
C([0,T]; H).
Chitng minh. Xét toan tir da tri M: C([0,T]; H) = P(C([0,T]; H)) dinh nghia boi

oo

Mw):=4v € C([0,T; H):v(t,.) = Z et (h, pp)pn () + P(N)(E,.), f € Sp(w)
. Lo oo n=1
Ap dung B0 d¢€ 2.5 va Bo d¢€ 2.6 ta nhan dugc M 1a nira lién tuc trén va c¢6 dac theo d do phi compact v;, o’

& d6 Ly 1a s6 dwong thoa (2.11). Ta dinh nghia khong gian

C, ([0, T; H) = {v € C([0,T]; H):3K > 0,1l v(t,.) lzr< Ke™o'vt € [0, T]},
trang bi chuin

159



SU TON TAI VA TINH CHAT COMPACT...

v lle, jom190)= sElp]e_LOt I v(t,) g Vv € Cp ([0, T]; H).

Trong khong gian nay ta ky hi¢u B(r) 1a qua cdu dong c6 tam tai gdc va ban kinh r. Ta s& chung t6 ton tai
s6 7 > 0 dé cho M mang qua cau B(r) vao chinh né. That vay, chonr > C; Il h llzr+ (r + 1)/4. Véiu €
B(), f € Sp(w), v € M (u) va sir dung diéu kién (Hc) ta co

Il I
ehot lu(t,.) llyy < e kot HZ et (h, )Pl +e Rl I D) g
&= I,
t
<C <e'L°t Il h Ilg{+f e Lo(t=)g=Los V1 (14| u(s,.) Ilg{)ds>
0

t
<G <9_L0t Il h |I}[+J SY1(€_L05 + r)e_Lo(t—S)d_S-)
0

t
<G <e'L°t Il Alle+ (1+ r)f syle'LO(t's)ds> <r
0

Diéu nay cho ta v € B(r). Ta nhan dugc Sf [0, T] # @ nhd vao ap dung BS dé 1.2. Viéce con lai 1a ta chimg
t6 SF[0, T] 1a tap compact. Gia str u € SF[0,T] vat € [0,T]. Khi d6 u € M (u), ton tai f € Sp(u) véi ap

dung bét dang thirc Gronwall dé ta c6 danh gia
t

lult, ) llyy <Collhllgp+ le s+ u(s,.) llg)ds
0

t
<Cy Il hllg exp (f stids) < C
9 N 0 r
0 do6 C khong phu thude t. Do d6 boi ap dung B6 dé 1.3 ta két thuc chung minh dinh 1y.

3. KET LUAN

Bai viét nay chung toi da chirg minh tinh chat khac rdng va compact cho tap nghiém ciia phuong trinh vi
phan da tri chira cac toan tur tu lién hop voi bac khong nguyén, ching t61 da sir dung mot do do phi compact
nhén gi4 tri trong khong gian cé thir ty thich hop dé chimg t6 anh xa nghiém 1a ¢6 dic. Bai viét dong gop
ky thuét st dung do do phi compact dé nghién ctru tinh chat tdp nghiém ciia 16p phuong trinh vi phan da
tri.
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Abstract. In this paper, we establish existence and compactness for sets of solutions of differential
equations with the natural association operator in a different fractional order. Our main techniques are based
on the study of non-compact measurement that takes values in the Banach order space.
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